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ARTICLE INFOABSTRACT 
 
 

We determine explicitly algebraic points of a given degree over  on the curve of affine 
equation�� = �� + 1. This note completes previous work of E.F. Schaefer [Sch] who gave a 
description of points of degree at most two over  on the even curve. 
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INTRODUCTION 
 

 
Etant donnée une courbe algébrique �définie sur uncorps de nombres � on note �(�)l'ensemble despoints de � rationnels sur �et 
par �(�)[�: ]�� l’ensemble des points de � définis sur � de degré ≤ �. Le degré d’un point algébrique est le degré de son corps 

de définition sur . 
 
Dans cette note, notre travail va consister en l’étude de quelques cas particuliers, où l’on peut déterminer explicitement les points 
algébriques de degré quelconque sur la courbe d’équation affine�� = �� + 1 
 
Il semble qu’une condition indispensable est le fait que le groupe de Mordell-Weil J( ) soit fini. Une description de J( ) est 
donnée dans [Sch]. 
 

Notons�� = ( 1, 0 ), �� = (0, 1),�� = (0, 1),∞ le point à l’infini, �� = (1 + �, 1 2�), �� = (1 �, 1 + 2�),  �� =
(1 + �, 1 + 2�) et�� = (1 �, 1 2�) 
 
Dans [Sch], Schaefer a donné une description des points rationnels et des points quadratiques sur  sur la courbe étudiée. Cette 
description s’énonce comme suit 
 
Proposition.(cf [Sch]). The rational points in are given by�( )  = {∞, ( 1, 0 ) , (0, ±1)}. The only other points of�, with 

coordinates in a quadratic extension of , are�1 + �, ±(1 2�)�, �� = �1 �, ±(1 + 2�)�and those with � ∈ . 
 
Nous étendons ce résultat, en donnant une description explicite des points algébriques de degré quelconque sur  sur la courbe�. 
Notre résultat principal s’énonce comme suit: 
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RÉSULTATS AUXILIAIRES  
 

Pour un diviseur D sur�, nous notons (�)le -espace vectoriel des fonctions rationnelles � sur � telles que � =  0 ou ���(�) ≥
�; �(�) désignela -dimension de (�). 

 

Soient �, � les fonctions rationnelles sur � donnéespar�(�, �, �) =
�

�
���(�, �, �) =

�

�
. 

 
L’équation projective de�dans le plan projectif est. : ���� = �� + ��. 
 

Soit � = ��� �
���

�
� dans , possons�� = (�����, 0 )  avec� ∈ {1, 2, 3, 4}. 

 
Nous désignerons par �. � le cycle d’intersection d’une courbe algébrique �définie sur  et la courbe�. 
 
Lemme 1 
 

1) ���� = �� + �� 2∞, ���(� + 1) = 2�� 2∞, ���(� 1) = 5�� 5∞, ���(� + 1) = 5�� 5∞, ���(�) = �� + �� +
�� + �� 5∞.   
( on remarque�� = �� ) 
 

2) (∞) = 1  
(2∞) = �(3∞) = 1, �  
(4∞) = 1, �, ��  
(5∞) = 1, �, ��, �  
(6∞) = 1, �, ��, �, ��  
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(7∞) = 1, �, ��, �, ��, ��  
Plus généralement pour� ≥ 3, une base de (�∞) est donnée par: 

�� = ��� �� ∈  , � ≤
�

2
�� ∪ ���� �� ∈  , � ≤

� 5

2
�� .                                                          

 
Preuve. 

 
1) Il s’agit d’un calcul sans difficulté du type���(� �) = (� �� = 0). � (� = 0). �. 
2) Il est clair que��est libre. Il reste à montrer que le cardinal de��estégal à ��� (�∞) 

 
Pour� ≤  2� 2 =  2, la réponse résulte de 1). Si� ≥  2� 1, d’après lethéorème de Riemann-Roch, on a dim (�∞) = 
� � + 1 
 
Considérons les cas suivants: 
 

1e cas : supposons que � est pair, et posons� = 2 . Ainsi, on a :  � ≤
��

�
et � ≤

���

�
  ainsi � ≤

����
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�
= 3 = 

� 1. Donc on obtient  
 
�� = {1, �, … , ��} ∪ {�, ��, … , �������}, d’où������ = � � + 1 = ��� (�∞). 
 

2e cas :supposons que � est impair, et posons� = 2 + 1. Ainsi, on a � ≤
����

�
⇔ � ≤

��

�
 ainsi    et � ≤

���

�
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������

�
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� ≤
����

�
= 2 = �. Donc on obtient  

 
�� = {1, �, … , ��} ∪ {�, ��, … , �����},  d’où������ = � � + 1 = dim (�∞)  
 
Lemme 2.(cf [Sch]).Posons � =  [�� + �� 2∞]. On a les relationssuivantes: 

2� =  [2�� 2∞] 
3� =  [�� + �� 2∞] = [�� + 3�� 4∞]  

4� =  [��²] 
5� =  [�� ∞] 
6� =  [�� ∞] 
7� =  [�� + �� 2∞] 

8� =  [2�� 2∞] 
10� = 0. 

 

Lemme 3.(cf [Sch]).J( )
��

{��, 0 ≤ � ≤ 9 }. 

 

On remarque que pour tout� tel que :0 ≤ � ≤ 9, on a : �� = (10 �)�. 
 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME  
 

Soit� ∈ �(�) , avec [ (�) ∶  ]  =  �. Les travaux de Schaefer dans [Sch] nous permettent de supposer� ≥ 3. Notons��,
��, . . . , ��les conjugués de Galois de R. On a alors : 
 
[�� +  ��+ . . . + �� l∞] ∈ �( ) 
 
d’où, d’après le lemme 3, 
 
[�� +  ��+ . . . + �� �∞] = �� = (� 10)�  ,    0 ≤ � ≤ 9   ( ) 
 
On voit que��et (� 10)�engendrent le même sous-groupe; donc on peut se limiter aux cas suivant : 

 
���� = 0 

 
Le théorème d’Abel Jacobi permet de déduire de( )l’existenced’une fonction F telle que ���� = �� +  ��+ . . . + �� �∞donc 
� ∈ (�∞) et d’après le lemme 1, on a 
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On trouve ainsi une famille de points  
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���� = 9 
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Comme�����
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