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INTRODUCTION

Etant donnée une courbe algébrique Cdéfinie sur uncorps de nombres K on note C(K)l'ensemble despoints de C rationnels sur Ket
par [g. 1za C(K)I’ensemble des points de C définis sur K de degré < d. Le degré d’un point algébrique est le degré de son corps
de définition sur

Dans cette note, notre travail va consister en 1’étude de quelques cas particuliers, ou 1’on peut déterminer explicitement les points
algébriques de degré quelconque sur la courbe d’équation affiney? = x> + 1

Il semble qu’une condition indispensable est le fait que le groupe de Mordell-Weil J( ) soit fini. Une description de J( ) est
donnée dans [Sch].

NotonsPy =( 1, 0), P, =(0,1),P, = (0, 1), le point a linfini, Q; = (1 +i, 1 2i), Q,=(1 i, 1+2i), Q3=
A+i, 1+2)etQ,=(1 i 1 20

Dans [Sch], Schaefer a donné une description des points rationnels et des points quadratiques sur  sur la courbe étudiée. Cette
description s’énonce comme suit

Proposition.(cf [Sch]). The rational points in are given byC( ) ={o, ( 1, 0), (0,1£1)}. The only other points ofC, with
coordinates in a quadratic extension of are(l +i, +(1 Zi)), Q, = (1 i, +(1+ 2i))and those with x €

Nous étendons ce résultat, en donnant une description explicite des points algébriques de degré quelconque sur  sur la courbeC.
Notre résultat principal s’énonce comme suit:

*Corresponding author: Oumar SALL
Laboratoire de Mathématiques et Applications (L.M.A.)



10296 Oumar SALL et al. Points algébriques de degré donné sur la courbe d’équation affinE y* = x> + 1

Théoréeme.Ona U C(K) =FyUFsU F,UF, U FgU Fyavec

[K: ]=d
Zi<1 aixi
Fo={lx =—*—=]| ai,bj € etxracine de l'équation (&y)
) » Uy 0
2, s by
2
S e axt a;, b; € wverifiant z ( Dia;=0,a9+by=0
Fg = X —LST : - iSH_Z
Zisl_73 bjx]
et x racine de l'équation (&,)
i
Zl’SH—TzaLx al,b] € ) a0+b0=0, a1+b1=0
FS = x, - T . , .
Zi<l_—3 bjxJ et x racine de l'équation (&,)
T2
S et a;,b; € wverifiant Z ( Dia; =0, ag+by=0
e @
ls—— ._l+4
F7 = x, 2— LST
Zisl_Tl bjx’
a, + b, =0, a, + b, = 0 et x racine de l'équation (&,)
Ly
ZiSHTlaLx | a;, b] € , Qo bg =0
Fe=1{lx, ——/—F— . . .
6 X, a-+bix) || et x racine de l'équation (&)
-2
S i agxt a;,b; € wverifiant Z ( Dig; =0
F-= [« e a l i<ttt
° ' Zi<l__4bjx]
-2
et x racine de l'équation (&)
2 2
On désigne par (&) l'équation z aixt | = Z bix/ | (x°+1).
is% js—l_s;k

RESULTATS AUXILIAIRES

Pour un diviseur D surC, nous notons (D)le -espace vectoriel des fonctions rationnelles F sur C telles que F = 0 ou div(F) =
D; I(D) désignela -dimension de (D).

X

Soient x, y les fonctions rationnelles sur C donnéesparx(X,Y,Z) = getx(X Y, Z) = 7

L’équation projective deCdans le plan projectifest. : Y223 = Y5 + Z5.

Soitn = exp (ZIT”) dans , possonsd, = (n%¢*1, 0) aveck € {1,2,3,4}.

Nous désignerons par V. C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique NV définie sur et la courbeC.

Lemme 1

1) divx =P, +P, 2w, div(x+1)=2P, 2w, div(y 1)=5P, 50, div(y+1)=5P, 50o,div(y)=A4,+A4,+

A3 + A4 500.
(on remarqueA, = Py )

2) (o)=1
(20) = L(30) = 1,x
(40) = 1,x,x2

(50) = 1,x,x%y
(6) = 1,x,x%y,x3
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(70) = 1,x,x2,y,x3,xy

Plus généralement pourm = 3, une

1 m .
i e ,lS?}U{xfylE

Bm={x

Preuve.

1) 1l s’agit d’un calcul sans difficulté du typediv(x

,<m 5}
I]— 2 .

a)=(X

base de (moo) est donnée par:

aZ =0).C (Z=0).C.

2) 1l est clair queB,,est libre. Il reste a montrer que le cardinal deB,,estégal & dim (moo)

Pourm < 2g
m g+1

2 =

2, la réponse résulte de 1). Sim > 2g

Considérons les cas suivants:

1° cas : supposons que m est pair, et posonsm = 2 . Ainsi,ona:

g 1. Donc on obtient

Lemme 3.(cf [Sch]).J( ) e {mH,0<m<9}.

On remarque que pour toutm tel que :0 <m < 9,ona: mH =

DEMONSTRATION DU THEOREME

SoitR € ¢(" ),avec[ (R): ]

R,,..., Rjles conjugués de Galois de R. On a alors :

[R, + Ry+...+R,

loo]

€Jj()

d’ou, d’apres le lemme 3,

[Ry + R,+...+R,

On voit quemHet (m

Casm =0

loo]

1, d’aprés lethéoréme de Riemann-Roch, on a dim (mow) =

(10 m)H.

=mH=(m 10H, 0<m<9 ()

. _2h . .
LS;amm

B, ={1,x,..,.x"}u{y,yx, ..., yx""971}, d’oucardB,, =m g+ 1=dim (mw).
2° cas :supposons que m est impair, et posonsm = 2 + 1. Ainsi,onai < th—ﬂ o
j< 2}12—4 = 2= g- Donc on obtient
B, ={1,x,..,x"} U {y,yx, ..., yx"9}, d’oucardB,, =m g+ 1=dim (mw)
Lemme 2.(cf [Sch]).Posons H = [Py + P; 2x]. On a les relationssuivantes:

2H = [2P; Zoo]

4H = [P_]

SH = [Py ]

6H = [P O0]

7TH = [Q; +Q 200]

8H = [2P, 200]

10H = 0.

. _2h . _m=5 . .. _2h-5 .
lsetjs— amsijS—— & js——=

etj <—<:>]<

10) Hengendrent le méme sous-groupe; donc on peut se limiter aux cas suivant :

Le théoréme d’Abel Jacobi permet de déduire de( )I’existenced’une fonction F telle que divF = R; + R,+...+R;
F € (lo©) et d’apreés le lemme 1, on a

2h+1-5
2

(=1

= [. Les travaux de Schaefer dans [Sch] nous permettent de supposerl = 3. NotonsR;,

loodonce
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Aux points R; on doit avoir

Zaixi = Z bix/ | (x°+1).

Zz_—sbjxf |ai'bje etxracinedel équation(gy) ;.
is—
2

Casm =9

La relation ( )s’écrit [R; + R,+...+R; lwo] =9H = H. Il existe alors une fonction F telle que divF = R; + R,+
Py+ P, (I+2)wodonc F € ((l + 2)00) et d’apres le lemmel, on a

F(x,y) = Zaixi +y zbjxj

. _1+2 . _1-3
<— <—
i< js=

On aF(P,) = 0 donne la relation z ( 1)ia; = 0etF(P,) = 0 donneay + by, = 0.
F2

L
2
Aux points R; on doit avoir

(Zi<l+_2 aixi)
a;xt |+ Z bix) | =0 douy= -——2—-
Z ! y J y Z -3 bjxl
<l+—2 '<l_—3 jST
-2 J= 2
et par suite la relation y? = x5 + 1 donne I’équation (&,)
2 2
z axt | = z bix) | (x*+1)
stz js52

On trouve ainsi une famille de points

S e axt a;, b; € wverifiant Z ( Dia; =0,a9+ by =0
is—="1t T¥2
F9 = X, 2— I.ST
Zisl;bfx}

etxracinedel’ équation(e,)
Casm =8

La relation ( )s’écrit [R; + R,+...+R; lwo] =8H = 2H. 1l existe alors une fonction F telle que divF = R, +
Ry+...+R + 2P, (L+2)oo,donc F € ((I + 2)o) et d’aprés le lemmel, on a

F(x,y) = Zaixi +y zbjxj

. _1+2 . _1-3
<— <—
i< js=

R +
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Commeordp, (F) = 2, on déduit de

F(x,y) = ay+ yby + a;x + byxy + z axt |+y z bjxj
1

L _l+2 . _1-3
<|<s— <] <—
2<is 2 25j< 2

les relations suivantes: ay + by = 0 eta; + b; = 0. Aux points R; on doit avoir

)
axt |+ Zb-xj =0 douy = 2 .
Z ! y J y Z -3 bjxl
1+2 ] <—
=5 js% 2
et par suite la relation y? = x> + 1 donne 1’équation (&;)
2 2
Z axt | = Z bix) | (x*+1)
L_l+2 ._1-3
is—= js5

On trouve ainsi une famille de points

i
z:isHTz a;x

Z, 1-3 b]xf
s

al,b]E ,a0+b0=0,a1+b1=0

Fg =4\ x, .
8 etxracinedel équation(e,)

Casm =17

La relation ( )s’écrit [R; + R,+...+R; lw] =7H = 3H. Il existe alors une fonction F telle que divF = R, +
Ry+...+R + Py +3P; (I+4)o,doncF € ((l+4)o)etdapres le lemme 1, ona

On aF (P,) = 0 donne la relation Z ( Dia; = Oetordp, (F) = 3donneay + by = 0,

it jet 2 = b’
et par suite la relation y? = x5 + 1 donne I’équation (&,)
2 2
z axt | = z bix) | (x*+1)
isHT4 jsl_T1

On trouve ainsi une famille de points

a;,b; € wverifiant Z ( Dia; =0, ag+by=0

. _l+4
<—
s 2

i
ZisHT4 a;x
F7 = X, —
Zisl_Tl bjxJ

a, +b, =0, a, + b, = 0 et x racine de l'équation (&,)

Casm =6
La relation ( )s’écrit [R; + R,+...+R; lw] = 6H = 4H. Il existe alors une fonction F telle que divF = R, +
Ry+...+R + P, (l4+1Dow,doncF € ((I+ 1)w)etd’aprés lelemme 1, 0na
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Fx,y) = (Zi<l+_1 aixi) ty (Zj<l—_4 bij)
= =

OnaF(P,) =0,dou a, b, =0.Aux points R; on doit avoir

et par suite la relation y? = x5 + 1 donne I’équation (&;)

l,st—l ,51—4

2 2
Z axt | = Z bix/ | (x*+1)
J 2
On trouve ainsi une famille de points
i
ZisHT1 aix

_ab:xJ
ZislT‘lex

al,b]E ) ao b0=0

Fo =11 x, . . .
6 etxracinedel équation(e,)

Casm =15

La relation ( )s’écrit [R; + R,+...+R; lw] =5H = G5H. Il existe alors une fonction F telle que divF = R, +
Ry+...+R + P, (I+1)o,doncF € ((I+ 1)) etd’aprés le lemme 1, on a

F(x,y) = Zaixi +y zbjxj

c_l+1 . _1-4
<— <—
i< js=

On aF(P,) = 0 donne la relation z ( 1)ia; = 0.Aux points R; on doit avoir

. _l+1
Is—
2

(Zi<l+_1 aixi)
a;xt |+ bix) | =0 douy= -——2—-
Z ! y J y Z l—4bjx]
, 141 . 14 js—
is— Js— 2
2 2
et par suite la relation y? = x5 + 1 donne I’équation (&;)
2 2
Z axt | = Z bix) | (x°+1)
ist j=t

On trouve ainsi une famille de points

a;, b; € wverifiant Z( 1ia; =0

. _l+1
Is—
2

i
z:isHTl aix

Fs= [x, =—%*—
’ Z z—4bjx1
e

et x racine de l'équation (&;)
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