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Releitura da Demonstragdo do Quadrado da Hypothenusa, dada Pelo
INTRODUCTION nl

Dr. Augusto Telles”’, durante o desenvolvimento dessa obra foi
observado que o hungaro George Pdolya também havia demons trado
O Grupo de Estudo e Pesquisa em Historia da Educagdo Matematica esse teorema, o que despertou o interesse em estudar seu feito e
Escolar (GEPHEME-RO), vem se dedicando a busca de materiais
hlstqucos que - versam sobre o Teoremq (.16 Pitdgoras, e ¢ neste ! Este artigo pode ser visto na integra em: Umareleitura da demonstrago do
movimento foi ld?nFlﬁcado o.quarto braSﬂelr.O q}le.demonstrou este quadrado da hypothenusa dada pelo dr. Augusto Telles | International
teorema de forma inédita, surgindo ento o artigo intitulado “Uma JournalofDevelopmentResearch (IIDR) (journalijdr.com).
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suahistoria, realizando assim, esta releitura que segue. Dessa forma
apresentamos neste estudo um breve histdrico sobre o matematico
George Polya, com eclementos de sua vida pessoal e suas
contribuigdes para a matematica e a educagdo matematica, em
especial sua demonstragdo do Teorema: “A area do quadrado cujo
lado ¢ a hipotenusa de um tridangulo ¢ igual a soma das areas dos
quadrados que tem como lados cada um dos catetos” (Lima, 2006, p.
52) o qual ¢ amplamente conhecido como Teorema de Pitagoras.

George Polya (1887-1985) ¢ considerado um dos matematicos mais
importantes do século XX. Nascido na Hungria, ele passou a maior
parte do seu tempo pesquisando na Universidade de Stanford nos
Estados Unidos devido a situagdo politica da Europa na época da
Segunda Guerra Mundial. A demonstracdo de Pdlya para o teorema
de Pitagoras ¢ fundamentada na conhecida proposigdo: “as areas de
duas figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado da razdo de
semelhanga”, ou seja, se as figuras construidas sobre os lados de um
tridngulo retangulo, independentes de sua forma geométrica, forem
semelhantes, entdo, o padrdo pitagérico das areas ¢ satisfeito, isto ¢, a
area da figura construida sobre o hipotenusa ¢ igual a soma das areas
das figuras construidas sobre os catetos.

Breve historico da vida e obra de George Polya: George Polya
(1887-1985) nasceu em Budapeste na Hungria em 13 de dezembro de
1887, e morreu em 7 de setembro de 1985 em Palo Alto, Califérnia,
Estados Unidos. Seus pais eram Anna Deutsch e Jakab Polya, ambos
judeus. O nome Polya foi trocado quando Gydrgy nasceu, assim
como seu nome originalmente. Anteriormente, o nome do pai era
Jakab Pollak, identificando a sua origem judia e de acordo a mudanga
historica, em 1867 a Hungria se uniu ao Império Austriaco, no entdo
chamado Império Austro-Hungaro que se dissolveu em 1918 apds a
segunda guerra mundial, nesta unido os estados austriaco ¢ hungaro
foram coiguais, os assuntos estrangeiros e militares eram submetidos
a supervisdo conjunta, mas todos os outros temas governamentais
eram divididos (Anderson, 2004). Essa modificagdo ocorreu com
intuito de alavancar sua carreira académica e seu pai por entender os
motivos desta transformagao.

Fonte:https://mathshistory.st-andrews.ac.uk(07/09/2021)
Figura 1. Foto de George Pélya

Jakab estudou direito, abriu uma empresa que faliu,e depois trabalhou
para uma seguradora internacional. No entanto, o que ele queria
mesmo era ter um cargo na Universidade, onde pudesse fazer
pesquisas sobre os assuntos que realmente lhe interessavam,
economia e estatistica (Soares, 2017). Depois de 1867, a Hungria ja
havia alcangado total independéncia interna, dentro da monarquia
austro-hungara, e a filosofia politica do pais buscava promover um
estado hungaro que fosse verdadeiramente forte (Anderson,
2004). Assim o progenitor de Polya buscou aumentar suas chances de
conseguir um emprego e se tornar um catedratico mudando seu nome
que soava judeu para um que realmente soava hungaro, ou seja, de
Pollak para Polya (Pinheiro, 2017). E isso ocorreu em 1882, ndo
podemos inferir se realmente contribuiu para seu sucesso na obtengao
do emprego na Universidade de Budapeste, embora tenha conseguido

pouco antes de sua morte, depois de seu quinquagésimo aniversario,
quando George tinha 10 anos, Jakab Pélya morreu em 1897, deixando
sua esposa, Anna, 44, ¢ cinco filhos (Robertson & O’Connor, 2015).
Embora os pais de Polya fossem judeus, George foi batizado na Igreja
Catdlica Romana logo apds seu nascimento. Pois Jakab, Anna e seus
até entdo trés filhos se converteram da fé judaica a fé catdlica romana
a partir de 1886, um ano antes do nascimento de George (Robertson
& O’Connor, 2015).

George Polya iniciou seus estudos basicos na Hungria onde viveu até
a conclus@o do nivel superior. Na ocasido do seu término do ensino
basico em 1894 recebeu seu certificado com a mencdo: "diligéncia e
bom comportamento” (Pinheiro, 2017). Em seguida, ele entrou
no Gindsio Daniel Berzsenyi para estudar Grego e latim, além de
alemao e hungaro (Robertson & O’Connor, 2015). As disciplinas
preferidas de Pdlya na escola eram biologia e literatura, esta ultima
em que obteve nota “excelente”, além de geografia e outras. E raro
que alguém que passaria a vida fascinado pelos diversos ramos da
matematica, ndo se apaixonasse pela matéria no ensino médio, como
foi o caso de Pdlya. Ele néo tirou notas muito boas em matematica no
colégio; em geometria obteve o grau "satisfatorio". Em aritmética, ele
se saiu melhor. A razdo para essa falta de sucesso pode muito bem ter
sido o ensino ruim; ele mesmo descreve seus trés professores de
matematica do ensino médio como "professores péssimos" (Pinheiro,
2017). Pélya ingressou na Universidade de Budapeste em 1905 com o
apoio financeiro de seu irméo Jend, que ja era cirurgido. Ele comegou
estudando Direito, mas ndo se adaptou e desistiu apoés um
semestre. Ele entdo estudou suas disciplinas favoritas da escola,
linguas e literatura, por dois anos, assim, obteveum certificado que
lhe permitiu ensinar latim e hiingaro no ginasio. Ele tinha orgulho
disso, embora nunca tenha feito uso desse diploma (Robertson &
O’Connor, 2015). Mais tarde ele foi atraido pela filosofia,
masseuprofessor, Bernat Alexander, o aconselhou a estudar fisica e
matematica, para ajuda-lo a entender o assunto, entdo ele acabou
estudando matematica. Certa vez fez um comentario sabio, que ndo
devia ser levado a sério: Achava que ndo era bom o suficiente para a
fisica e bom demais para a filosofia. A matematica é intermediaria
(Robertson & O’Connor, 2015). Na Universidade de Budapeste,
Pélya aprendeu fisica com Lorand E6tvds e matematica com Lipot
Fejér. Polya passou o ano de 1910-11 estudando na Universidade de
Viena, onde ganhou dinheiro ensinando o filho de um importante
dignitario local. Em Viena, ele frequentou aulas de matematica com
Wirtinger e Mertens, mas manteve seu forte interesse pela fisica,
frequentando aulas de relatividade, dptica e assim por diante. No ano
seguinte, ele retornou a Budapeste, onde concluiu seu doutorado por
resolver, essencialmente sem supervisdo, um problema de teoria da
probabilidade geométrica. Mais tarde, passou boa parte de 1912 e
1913 em Gottingen, convivendo com matematicos como Klein,
Carathéodory, Hilbert, Runge, Edmund Landau, Weyl, Hecke,
Courant e Toeplitz (Guimardes, 2010; Pinheiro, 2017). Recebeu o
convite para uma vaga no Eidgenossiche Technische Hochsclule
Zurich em Zurique, além de Hurwitz, Pélya tinha Geiser, Bernays,
Zermelo e Weyl como colegas (Pinheiro, 2017). Devemos destacar
que sua chegada a Zurique foi no ano do inicio da Primeira Guerra
Mundial, mas a principio isso ndo causou problemas para Polya, pois
ele havia se machucado jogando futebol quando era estudante e,
portanto, ndo era fisicamente qualificado para entrar no exército
hangaro. Isso se adequava bem a sua visdo pacifista. Ele assumiu a
cidadania suiga e, em 1918, casou-se com, Stella Vera Weber, filha
do professor de fisica da Universidade de Neuchatel (Pinheiro, 2017).
Poélya foi promovido a professor extraordinario em ETH, sendo essa
sigla advinda do alemio Eidgendssische Technische Hochschule
(Universidade Federal de Tecnologia) de Zurique em 1920. Obteve a
bolsa Rockefeller em 1924 para estudar com Hardy na Inglaterra. Ele
passou parte de 1924 em Oxford e em Cambridge, trabalhando com
Hardy e Littlewood na teoria dos mnumeros. Devido as suas
publicagdes, foi promovido a professor titular da ETH em 1928
(Guimardes & Kilpatrick, 2010). Enquanto ainda estava em Zurique,
teve destaque em sua produgdo matematica, publicando artigos sobre
séries, teoria dos niimeros, combinatdria e sistemas de rotagdo. No
ano seguinte, ele adicionou outros tdpicos, sobre astronomia e
probabilidade. Foi entdo que publicou Howfo Resolve, onde explica
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que para resolver problemas ¢ preciso estudar heuristicas (Pinheiro,
2017). Pdlya langou outros livros sobre a arte de resolver problemas
como Mathematics  and  Plausible  Reasoning (1954) e The
Mathematical Discovery, publicado em dois volumes (1962,1965)
(Pinheiro, 2017). De forma que muitas pessoas consideram que sua
maior contribuicdo para a matematica foi o trabalho de como ensina-
la. Em 1940, perante as perseguigdes nazistas na Europa, Polya partiu
para os Estados Unidos, onde fixou-se em Palo Alto, Califérnia,
ingressando na Universidade de Stanford.
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Figura 2. Jeremy Kilpatrick: entrevista do Professor George Pélya

Em 1953, Polya aposentou-se de Stanford, mas ainda se manteve
ativo na vida académica, especialmente no que diz respeito a
educagdo matematica. Ele conservou seu relacionamento com
Stanford na qualidade de professor emérito e em 13 de dezembro de
1977 um jantar foi oferecido 14 para comemorar seus noventa
anos. Ele continuou sua carreira de professor, chegou a ministrar em
1978, um curso de combinatéria no Departamento de Ciéncia da
Computagdo em Stanford (O'Connor, 2015). Ele recebeu muitas
homenagens por suas contribui¢des, incluindo membros honorarios
da Academia Hungara, da Sociedade de Matematica de Londres, da
Associagdo de Matematica da Gra-Bretanha e da Sociedade de
Matematica Suica. Polya também foi membro eleito da Academia
Nacional de Ciéncias dos Estados Unidos, da Academia Americana
de Artes e Ciéncias, da Academia Internacional de Filosofia das
Ciéncias de Bruxelas e do Conselho de Matematica da California
(Soares, 2017). Ele também era um integrante correspondente da
Academia de Ciéncias de Paris. Polya defendeu que ensinar ndo é
uma ciéncia, ¢ uma arte. Em matematica, trata-se de aprender a lidar
com a abstracdo. A matematica ¢ sobre nimeros € 0s numeros sao
uma abstragdo. Ao resolver um problema, a primeira coisa que
devemos fazer ¢ abstrai-lo, depois resolvé-lo e, finalmente,
especificar a solug@o. Fazer matematica significa, antes de tudo, ser
capaz de resolver problemas matematicos.

Trabalhou numa grande variedade de tOpicos matematicos, que
incluiam séries, teoria dos numeros, combinatoria, e teoria das
probabilidades. Entre os seus maiores legados esta a caracterizagao,
um modelo de como resolver problemas de matematica, e de
descrever como pode ser ensinada a “Arte de Resolucdo de
Problemas”, relacionada a heuristica de resolu¢do de problemas
matematicos com varias publica¢des relativas ao assunto, tendo como

destaque a obra How To Solve It que vendeu mais de um milhdo de
copias em 1957 (Soares, 2017). E o primeiro livro em que Polya
explana as suas ideias sobre a resolucdo de problemas e os métodos
heuristicos, ideias que viria a retomar, desenvolvendo-as e
aprofundando-as em obras posteriores. Polya ¢ reconhecido como o
primeiro matematico a apresentar uma heuristica de resolucdo de
problemas especifica para a matematica, por isso, representa uma
referéncia no assunto. Por este ¢ outros motivos, nos atrevemos a
trazer para esta discussdo o termo expertise que conforme Hofstetter e
Valente (2017, p. 57):

“[...] a nogdo de expertise: uma instdncia, em principio
reconhecida como legitima, atribuida a um ou a varios
especialistas —  supostamente  distinguidos pelos  seus
conhecimentos, atitudes, experiéncias — a fim de examinar uma
situagdo, de avaliar um fendmeno, de constatar fatos”.

E ainda ressaltamos neste momento (Reis, 2019) que expde a ideia da
existéncia de uma rede de expertise, que aqui optamos em fazer uso,
pois nosso intuito ndo ¢ afirmar veemente que Polya foi um expert,
mas sim, enfatizar que ele fez parte de uma rede que tragou caminhos
para a ideia de resolucdo de problemas ideias que até os dias atuais
sdo estudadas e utilizadas. E assim observamos que se trata de um
autor de diversas obras na area de matematica e educagdo
matematica, e¢ assim deixando para as novas geragdes sua
contribui¢do. E por fim, nota-se o qudo respeitosas foram tais
contribui¢des que em 1976, a Associagdo de Matematica dos E.U.A.,
criou o Prémio George Polya, em reconhecimento a esse grande
catedratico.

Teorema de “Pitigoras”: De forma significativa o Teorema de
Pitagoras ¢ considerado, por varios estudiosos, um dos teoremas mais
importantes da Matematica. Varios resultados em geometria e na
solucdo de problemas praticos relacionados a medidas foram
descobertos e sdo demonstrados por meio dele. A associagdo desse
tdo conhecido teorema relativo a tridngulos redngulos com o nome do
grego Pitagoras, é universal. Embora seja questionavel a atribuicéo a
ele da descoberta e demonstragdo do mesmo, existem evidéncias que
indicam que os antigos babilonios por volta de 1700 a.C., ja
conheciam o teorema cerca de mil anos antes da época de Pitagoras,
além de achados de sua utilizagdo nos registros matematicos das
civilizagdes egipcia, indiana, chinesa (Gaspar, 2015). Pitagoras foi
um filésofo, matematico e fisico grego nascido em 570 a.C., na ilha
de Sarros na Grécia. Nao existem muitos registros sobre o comego da
vida de Pitagoras, s6 sabe-se que ainda jovem ja conhecia diversas
areas do conhecimento como matematica e filosofia. Em busca de
mais informagdes, estima-se que Pitagoras tenha viajado por lugares
como Egito, Creta e Palestina. Infere-se que foi numa dessas viagens
ao Egito que o grego formulou uma de suas teorias mais famosas e
influentes: o teorema de Pitdgoras. No Egito ele teria se
impressionado com as piramides e comecado a estudar a estrutura dos
tridngulos retdngulos, o que levou a formulacdo deste teorema. Por
sua estimavel beleza e inquestionavel importancia, devido a suas
aplicagdes nas mais diversas ciéncias como a matematica, a fisica e a
quimica, o teorema de Pitagoras chama a atencdo de inumeros
estudiosos que contribuiram para um vasto repositorio de
demonstragdes deste teorema. A mais conhecida e utilizada ¢ a
encontrada no livro I dos Elementos de Euclides de Alexandria (300
A.C.). As centenas de demonstragdes apresentadas até a atualidade do
teorema sdo derivadas de recursos matematicos como: Igualdade das
areas dos quadrilateros, figuras geométricas nas quais as areas se
mantém, principio da igualdade da decomposicdo, principio da
igualdade do completamento, operagdes algébricas, relagdes de
semelhanga, métodos vetoriais, métodos da geometria analitica dentre
outros (Bastian, 2000), podemos citar a atribuida a W.Rupert,1900 do
tipo algébrico, utilizando-se de uma circunferéncia; a do presidente
James Abram Garfield dos Estados Unidos, do tipo algébrico ou
geométrico, por meio da comparagdo de areas; Bhaskara no século
XII d.C. do tipo geométrico com base na comparacdo de areas por
meio de superposi¢do de figuras; Liu Hui, 270 d. C. Geometria por
transposigdo de elementos e a de Euclides, do livro Elementos, 300 a.
C., Proposicao 47 I, que também aparece na obra de Tabit Ibn (826-
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901), usa geometria por transformagdo, deixando a darea dos
quadrilateros invariante.

Referencial Teorico Matematico

Definicdo 1: Sejam pontos X e Y, quaisquer, temos que XY e m(XY)
denota respectivamente o segmento XY e a medida de segmento XY;
Defini¢do 2: Umasemelhanga de razdor ¢ uma bijegdo y:F — F' ,
que transforma pontos X e Y quaisquer em X' = y(X) e Y = y(X),
tais que X'Y' = kXY, com k real;

Definicdo 3: Se F ¢ F' sdo semelhantes, com razdo de semelhanca k,
entdo o segmento de reta XY e o segmento de reta XY  sdo
homologos;

Defini¢éio 4: Sejal uma figura plana, entdo denotamos S(L) a area da
figura L;

Definicdo 5: A razdo entre areas de poligonos semelhantes ¢ igual
aoquadrado da razdo de semelhanca, ouseja, sejamdois poligonos
semelhantes de areas S(L)e S (L’), respectivamente, comrazdo de
semelhangak, entdo RO

S(L)
A Demonstracdo de Polya: Passamos agora a explorar a
demonstragdo elaborada por George Polya para o Teorema de
Pitdgoras que se baseia na proposicdo: “Se duas figuras sdo
semelhantes, a razdo entre suas areas ¢ igual ao quadrado da razdo de
semelhanga™ ” (Lima, 2006, p. 57). Em sua demonstragio original
publicada em seu livro “Induction and Analogy in Mathematics”,
Polya mostra com o uso de raciocinio matematico e pouca algebra, a
analogia, especializagdo e generalizacdo do Teorema de Pitagoras a
partir da analise do diagrama apresentadona na Figura 3. Esse
matematico contribuiu com os métodos de resolucdo de problemas,
sendo estes conhecidos na Educagdo Matematica por meio do livro
“How to Solve it”. Também responsavel pela autoria de uma
demonstracdo do teorema de Pitdgoras, observando a feita por
Euclides e a partir dai estabelecendo uma generalizacdo. A ideia que
consiste no primeiro passo foi observar a demonstracdo dada por
Euclides, que geometricamente ¢ dada pela construgdo de trés
quadrados de lados de um tridngulo de medidas a, b, e ¢ que sdo
respectivamente a hipotenusa a, e os catetos b e ¢, respectivamente.
O segundo passo do autor foif azer a especializagdo com esse mesmo
tridngulo retangulo 4BC, de hipotenusa a e catetos b ¢ ¢, tragando a
altura CD relativa a hipotenusa a conforme Figura 4.
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Fonte: (Pélya, p.16, 1954)
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Figura 3. Esquema de Pélya descrito no livro Induction and
Analogy in Mathematics

ZCaso o leitortenhainteresse em se aprofundarnessa tematica consulte o livro
“MeuProfessor de Matematica e outrashistorias”. 6 ed. Rio de Janeiro:
SBM,2006 de Elon Lages Lima.

c

Fonte: Autores
Figura 4. Especializacio de Pélya

Tem-se entdo trés tridngulos semelhantes na figura 4, tridngulo ABC,
tridngulo ABD e triangulo ACD, que podemos passar a chamar de
figuras F,G e H respectivamente. Dai observamos que além de F, G e
H serem figuras semelhantes, também satisfazem: S(F) = S(G) +
S(H), pois S(ABC) = S(ABD) + (ACD). O terceiro passo percebido
por Polya que ele chamou de generalizacdo foi considerar sobre a
hipotenusa do triangulo ABC uma figura retilinea F desenhada sobre
esse lado do tridngulo fixado, e em seguida considerar maisduas
figuras retilineas sobre seus respectivos catetos b e ¢, sendoessa
figuras rotuladas G e H, respectivamente com a hipotese que G, F e
Hsédo figuras semelhantes, logo apds, usar a razdo de semelhanga
entre areas de figuras planas e a partir daiconclui-se o que ¢ chamado
de generalizagdo do Teorema de Pitagoras, ou seja, S(F)=F.

Releitura da Generalizacio de Pélya

Destacamos nesse topico a analise da figura 3 proposta por Polya que
generaliza o teorema de Pitdgoras. Optamos em seguir a mesma
caracteristica do autor que foi desenvolvida de forma descritiva sem o
uso de ilustragdes: uma pratica habitual em escritas matematicas no
periodo em que Polya realizou essa demonstragdo. Para isso, suponha
que as figuras F, G e H sdo semelhantes e construidas sobre os lados
de um tridngulo retdngulo ABC de comprimento, hipotenusa igual a a
e os catetos b e ¢, respectivamente. Com essas hipdteses conclui-se
que a area de F ¢ igual a area de G somada com a area de H, em
simbolos, S(F)=S(G)+S(H).

Como F,G e H sdosemelhantes, obtemos as seguintesrelagdes:
mAC) _ bm(4B) _ cm(4B) _
m(cB)  am(cB) am(cA)
para F, de H para F e de H para G.

c ~ ~
> Que sdo razdes de semelhanga de G

SejamF’, G’ e H’ outras figuras semelhantesconstruidas sobre a
hipotenusa a e os catetos bec do trianguloretangulo4BC. Entio,

. ~ b
concluimos que as razdes de semelhanga de G’ para F’ S de H’ para

;o c , , C
F’ ¢ igual ae de H’ para G’ ¢ e Dessa forma, de acordo os nosso

. ) ,
elementos matematicos coletadostemos: M == m; M =
S(FY a®>  S(F) S(F)

¢ _ st s(H) _ ¢ _ st st _ s(H) L S(F) _
a2~ s(P)’ s@)~ b2~ s@G) Logo, S(F)’_ S(FY Ou seja, s(F)
@. Da mesma forma:M = @,e St = @. Entdo, fazendo
S(H) S(H) S(F)’" S(H) N©)

% = a. Entdo obtemos, S(H) = a S(H),S(F) = a S(F), onde

a ¢ um numero real positivo.

Portanto, para quaisquer Figuras , G’ e H’, semelhantes construidas
sobre os tridngulos retangulos ABC de hipotenusa a e catetos b ¢ c,
respectivamente temos:

S(FY= aS(F) = aS((6) + S(H)) = a S(G) + a S(H)
=5(6") + s(H").

Na releitura que fizemos em nenhum momento usamos o fato da
figura ser retilinea, ouseja, poligonos irregulares. Entretanto, se
considerarmos os elementos matematicos em questdo as figuras F, G
e H como figuras curvilineas semelhantes o resultado prova-se da
mesma forma.
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C
A r .
b ‘@\\ Analogia b[\ =
* A

A = B < B

Fonte: Os Autores.
Figura 5. Diagrama do Pélya com figuras curvilineas

Para isso, vamos considerar trés semicirculos ,’,” , construidos sobre
os lados dos tridangulos 4BC, como descritos na Figura 6 cujos
centros sdo O, O’ e O” que sdo pontos médios das medidas da
hipotenusa a e dos catetos de medidas b e c, respectivamente. As
figures , °, ”, sdo semelhantes, pois todas as circunferéncias sdo
semelhantes entre si.

L
B <
A c B

Fonte: Os Autores.

Figura 6. Semicirculos G,G’, G” sobre os lados do triangulo ABC
Segue do Teorema de Polya que S(G) = S(G) + S(G").

Como % s 2 e g, sdo raios dos semicirculos G, G e G,
2 ) 2
respectivamente. Logo,S(6) =T (%) .S (G) =7 (g) S(c" =

n()

Dessa forma, (%2) =r (?) +m (%) Ou seja, a? = b% + c2.

CONSIDERACOES FINAIS

Conforme discorremos na analise deste trabalho, a demonstracao de
Poélya traz elementos de Euclides, o que ele intitula como analogia,
mas mescla com sua originalidade, como podemos notar na
observagdo de seu diagrama, por meio da especializacdo e
generalizagdo. Em suma, a ideia trabalhada consiste em usar o
conceito de semelhanga de figuras planas demonstrando uma
generalizagdo do teorema de Pitagoras.
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